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Probabilidad de extincion

Ahora vamos a calcular la probabilidad de extincién del proceso de
Bienaymé-Galton-Watson. Para ello, antes vamos a introducir los
siguientes conceptos.
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Probabilidad de extincion

Ahora vamos a calcular la probabilidad de extincién del proceso de
Bienaymé-Galton-Watson. Para ello, antes vamos a introducir los
siguientes conceptos.

Definicion

Por extincion vamos a entender como el evento en que la sucesion
(Zy,)n>0 de variables aleatorias consiste en ceros para toda n > n* para
algdn n* finito, y lo vamos a denotar por { Ext}. Tomaremos a n como la
probabilidad de extincidn, es decir, n = P(Ext).
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Teorema
Si la extincién no ocurre, entonces lim,, o, Z, = +0o. Ademds, tenemos

lim P(Z, = 0) = P(Bst) =,
n—o0
donde 1) es la raiz no negativa mds pequefia de la ecuacion s = f(s).

Ademasn=1siu<1yn<1siu>1 siempre y cuando
P(Z;=1) < 1.



Procesos de ramificacién y arboles aleatorios.
L Probabilidad de extincion

Teorema
Si la extincién no ocurre, entonces lim,, o, Z, = +0o. Ademds, tenemos

lim P(Z, =0) = ]P’(Ext) =,

donde 1) es la raiz no negativa mds pequefia de la ecuacion s = f(s).
Ademasn=1siu<1yn<1siu>1 siempre y cuando
P(Zl = 1) < 1.

Demostracién: Como Z es una cadena de Markov irreducible con dos
clases y {0} es un estado absorbente, la clase {1,2,3,...} es transitoria.
Esto prueba la primera parte del teorema.
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Teorema
Si la extincién no ocurre, entonces lim,, o, Z, = +0o. Ademds, tenemos

lim P(Z, =0) = ]P’(Ext) =,

donde 1) es la raiz no negativa mds pequefia de la ecuacion s = f(s).
Ademasn=1siu<1yn<1siu>1 siempre y cuando
P(Zl = 1) < 1.

Demostracién: Como Z es una cadena de Markov irreducible con dos
clases y {0} es un estado absorbente, la clase {1,2,3,...} es transitoria.
Esto prueba la primera parte del teorema.

Ahora definamos a los conjuntos 4,, = {Z, = 0}, y la probabilidad del
evento A,, como 71, = P(4,) y por convencién ny = 0.
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Claramente se tiene A,, C A, 11 ya que el cero es un estado absorbente,
entonces tenemos que

o0

lim A, = | | A, = 4,
n— 00 7L:1

asi vemos que

n = P(A) :P( lim An> — lim P(4,) = lim 7,.

n—oo n—roo n—oo
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Claramente se tiene A,, C A, 11 ya que el cero es un estado absorbente,
entonces tenemos que

lim A, = @1/1" = A,

asi vemos que

n = P(A) :}P( lim An> — lim P(4,) = lim 7,.

n—oo n—roo n—oo

Por otro lado sabemos que f,,(0) = P(4,,), esto implica que
limy,— 00 fn(0) = lim,, o 7. Ahora como

Nn = fa(0) = f(fa=1(0)) = f(Mn—1), y limy 0 Nn = 7, entonces del
Teorema de Convergencia Dominada vemos

n= lim n, = lm f(n-1) = lim E[(gn—1)"] =En"] = f(n)-
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Recordemos que f es una funcién creciente, convexa en el intervalo [0, 1],

ya que
() =E[Z(Z —1)s"""»] >0 para s>0,

y tal que f(1) = 1.
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Recordemos que f es una funcién creciente, convexa en el intervalo [0, 1],

ya que
() =E[Z(Z —1)s"""»] >0 para s>0,

y tal que f(1) = 1.

En consecuencia, f tiene a lo mas dos puntos fijos en el intervalo [0, 1].
Lo que veremos a continuacién es que 1 es el tnico punto fijo de f en el
[0,1] si w < 1ysip>1, f tiene otro punto fijo distinto de 1 el cual
veremos que es 1.
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Recordemos que f es una funcién creciente, convexa en el intervalo [0, 1],

ya que
() =E[Z(Z —1)s"""»] >0 para s>0,

y tal que f(1) = 1.

En consecuencia, f tiene a lo mas dos puntos fijos en el intervalo [0, 1].
Lo que veremos a continuacién es que 1 es el tnico punto fijo de f en el
[0,1] si w < 1ysip>1, f tiene otro punto fijo distinto de 1 el cual
veremos que es 1.

Supongamos que p < 1, esto nos permite afirmar que f'(1) < 1; como
f'(s) es no decreciente afirmamos que f’(s) < 1 para toda s € [0,1). Si
suponemos que =1y P(Z; = 1) < 1, entonces P(Z; = n) > 0 para
algin n > 2, y como f (1) = 1, afirmamos que f5(s) < 1 para toda

s €1[0,1) ya que el lims_1 f%(s) =1y fx(s) es estrictamente creciente.
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Si suponemos que p > 1, lo que vamos a tener es que lim_,1 f4 (s) > 1,
por continuidad de f4 (s) existe un sy en el intervalo (0,1) tal que para
toda s € (s9,1), f%(s) > 1y por el teorema del valor medio para
derivadas tenemos que

_ K (1) — fx (s0)

> 1 para alguna £ € (sp, 1)
1-— S0

fx(©)

y como fx (1) = 1 entonces fx(so) — so < 0.
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Si suponemos que p > 1, lo que vamos a tener es que lim_,1 f4 (s) > 1,
por continuidad de f4 (s) existe un sy en el intervalo (0,1) tal que para
toda s € (s9,1), f%(s) > 1y por el teorema del valor medio para
derivadas tenemos que

_ K (1) — fx (s0)

fiele) = =2

> 1 para alguna £ € (sp, 1)

y como fx (1) = 1 entonces fx(so) — so < 0.

Ahora fx (s) — s es continua en s y no negativa en s = 0, entonces por el
teorema del valor intermedio vamos a tener un cero en i € [0, s9). Por lo
tanto afirmamos que tenemos una raiz la cual tiene que ser 7, ya que
0 = 1y < n, entonces al iterar por la funcién creciente fx vemos que

Nn <71
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